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E in 1 e i t u n g. 
Jus sei eine algebraische Differentialgleichung 

vorgelegt, wo O eine ganze rationale Function der unabhängigen Veränder- 
lichen X, der als Function derselben zu bestimmenden Grösse y und der 
Ableitungen derselben nach x bis zur n*®° Ordnung hin bedeutet. 

Eine analytische Function ist vollständig bestimmt, sobald irgend ein 
regulärei* Zweig derselben gegeben ist. Es kommt also darauf an, auf die 
allgemeinste Weise eine Potenzreihe 

WO a, fro9 ^1^ • • • Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe, für 
y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung genügt, und innerhalb eines 
gewissen, die Stelle a umgebenden Bezirks convergirt 

Es' muss also, wenn man diese Reihe für y in den Ausdruck 

G{xjy, "^^''-xv) öifisetzt und denselben nach Potenzen von x—a ent- 
wickelt, jeder einzelne Coefficient dieser Entwickelung gleich Null werden. 
So erhält man zunächst zwischen a, 6o, 6i, ... b^ die Grleichung 

(2.) Gia,b,,b,,...b,) = 0. 

Nun hat aber, wenn y irgend eine reguläre Function von x ist, die l^ Ab- 
leitung von 

die Form 

wo G' die partielle Ableitung von G in Beziehung auf j4» '"''*^ ^-i ^^'^ 



ganze rationale Function von x^ y, -^— , ••• . ^^^^Ji bezeichnet. Es muss 
also (für i = 1, 2, ... oo) 

sein, wenn der Coefficient von (x—aY in der genannten Entwickelung von 






dx ' cLc' 

verschwinden soll. Umgekehrt genügt die ftir y angenommene Reihe der 
Gleichung (1.) formell, wemi die Gleichung (2.) und sämmtliche Gleichungen 
(3.) erfilllt werden. 

Durch die Gleichungen (3.) werden aber sämmtliche Coefficienten 
h^y deren Index >« ist, eindeutig bestimmt, sobald a, fco? ^i, ... b^ ge- 
geben sind und zugleich G'(a, fi^j &i? ••• 6«) einen von Null verschiedenen 
Werth hat. 

So ergiebt sich der Satz: 

„Nimmt man die Gonstanten 

willkürlich, jedoch so an, dass die Gleichung 

eine einfache Wurzel b^ hat, so lassen sich die Grössen 

stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass 

für y gesetzt, der Gleichung (1.) formell genügt.'' 

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmten Bezirks can^ 
eergent und stellt ^ wenn man x innerlwlb desselben annimmt^ eine die vor- 
gelegte Differentialgleichung befriedigende Function dar. Aus jeder solchen 
Reihe entspringt dann femer eine bestimmte (eindeutige oder mehrdeutige) 
analytische Function, eon der jeder reguläre Zweig die vorgelegte Differential- 
gleichung ebenfalls befriedigt*). 



*) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weierstrassschen Abhandlung ^Zur Theorie 

der analytischen Facultäten*" {CrelleB Journal, Bd. 51, S. 43) ausgesprochen, und ist bald 

darauf auch von den Herren Briot und Bouquet bewiesen worden (Journal de TEcole 

polytechnique cah. 36). Derselbe bleibt bestehen, wenn der Ausdruck auf der linken 

Seite der Gleichung (1.) eine eindeutige und in eine beständig convergirende Potenz- 

dtj d'^u 

reihe der Grössen x, y, -r^, • • • -r-^ entwickelbare Function ist. 

CmX OX 



Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende 
analytische Function y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren 
bestimmbare reguläre Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singulare 
Lösung der Differentialgleichung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichung 

genügt. In diesem Falle kann man aber durch Combmation der beiden 

Gleichungen 

G = 0, G' = 

zur Bestimmung der Function y entweder eine algebraische Gleichung oder 

, eine Differentialgleichung, von der sie keine singulare Lösung ist, erhalten. 

Analoge Sätze gelten ferner, wenn zur Bestimmung mehrerer Functionen 
einer unabhängigen Veränderlichen ein System von ebenso vielen alge- 
braischen Differentialgleichungen gegeben ist. 

Dasselbe kann stets auf die Form 



(5.) 



G'(ir,yu,yi,..-y«'-^-Gi(a:,yo,yi,...!fn) = 0, 



gebracht werden, wo yi, ... y„ die zu bestimmenden Functionen sind, yo 
eine mit a?, yi , ... y« durch eine irreductible algebraische Gleichung 

(6.) Gi>,yo,yi,...yn) = 
verbundene Htilfsgrösse, G, Gi^ ... G« ganze rationale Functionen von x, 
yo, yi, •.. yn9 ^^d G* die partielle Ableitung von G in Beziehung aufy,j*). 
Setzt man dann, flir i = 0, 1, . . . » 

(/.; yi — ^uOx,u — -1 — 7 
und nimmt 

ö, 61,07 ^2,0? • • • ^n,Ü 

so an, dass die Gleichung 

ö(a, fro,o, 6j,o,... 6«,«) = 

*) Wie man jedes System algebraischer DifferentialgleichuDgen auf diese ^kano- 
nische^' Form zurückführen kann, lehrt Jacobi in den Abhandlungen: „De investigando 
ordine systematis differentialium vulgarium cujuscunque^' (BorchardlB Journal, Bd. 64, 
S. ?37) und y,De aequationum differentialium systemate non normali ad formam nor- 
malem revocanda*^ (Vorlesungen über Dynamik, Anhang, S. 55). 



nach 6o,(i aufgelöst eine endlichej einfache Wurzel hat, und nimmt diese für 
60,0, so lassen sich, wenn man die Ausdrücke auf der Linken der Glei- 
chungen (5.), (6.) nach Potenzen von x—a entwickelt, die Coefficienten der 
einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grössen 

^U,17 ^*^2 7 • • • 
6|,l5 ^1,27 • • • 



^11,17 ^n,2? • • • 

in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5.), (6.) formeU 
genügt wird. 

Dann sind aber auch die so sich ergebenden «+1 Reihen (7.) 
stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man 
X auf diesen Bezirk beschränkt, ein System von n+1 Functionen dar, 
welche die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen. 

Aus demselben entspringt; dann ein System (eindeutiger oder mehr- 
deutiger) analytischer Functionen von der Beschaffenheit, dass je «4-1 zu- 
sammengehörige reguläre Zweige derselben die Gleichungen (5.), (6.) eben- 
falls befriedigen. 

Umgekehrt, wenn ein System von n+1 analytischen Functionen 
die Gleichungen (5.), (6.), nicht aber zugleich die Gleichung 

Wo ^ 

befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singulare Lösung des Systems 
von partiellen Differentialgleichungen bildet), so lässt sich, wofern man 
specielle Werthe von a ausnimmt, jedes System zusammengehöriger 
Elemente*) dieser Functionen durch Reihen, welche in der beschriebenen 
Weise gebildet sind, ausdrücken. 

Die singulären Lösungen erhält man aber, indem man die vorge- 
legten Gleichungen (5.), (6.) mit der Gleichung 

dG(x,y^,y^,...yn) 

combinirt 

Diese Sätze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vor- 
lesungen des Herrn Wderstrc^s y meines verehrten Lehrers. In der vor- 



*) Vgl. §. 111. im Anfang. 



liegenden Arbeit habe ich mich nnn mit der Aufgabe beschäftigt, zn unter- 
fiuchen, ob and in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen, 
wo zur Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Veränderlichen par- 
tielle algebraische Differentialgleichungen gegeben sind. 

§. I. 
Ich betrachte zunächst das nachstehende System von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, in denen x, a?i, • . . Xr unabhängige Veränderliche und 
9)1, ... (p^ zu bestimmende Functionen derselben bedeuten, während die 
G^J^ (9^1 7 • • • y«) gegebene, in der Form gewöhnlicher, innerhalb eines gewissen 
Bereiches convergirender Potenzreihen dargestellte Functionen von ^1 , . . . y„ 
seiu sollen: 

(1.) 

Um mich kürzer ausdrücken zu können, will ich im Folgenden unter 
einer Potenzreihe mehrerer Veränderlichen [x^xi^... Xr) stets eine solche 
verstehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grössen enthält. 
Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Sätze: 

A. Sind 

n willkürlich angenommene Potenzreihen, welche einen gemeinschaftlichen, 
wenn auch beschränkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle 

(a?! = 0, 0^2 = 0, ... Xr=0) 

sämmtlich verschwinden, — so giebt es n bestimmte Potenzreihen von 
{Xy ari , . . . a?^), welche für a: = beziehlich in 

ip (a?i , • . . Xrji^i) , - . . y (a?| , . . . Xr)^i) 

übergehen und , flir y , , . . . y, in die vorgelegten Differentialgleichungen 
eingesetzt, denselben formeU genügen. 

B. Diese n Reihen sind sämmtlich in einem gewissen Bereiche un- 
bedingt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential- 
gleichungen (1.) wirklich befriedigen. 



Setzt man in die Grleichungen (1.) flir (p^^...(p^ Reihen von der Form 



« a;" 



X ^ m 

ein, so erhält man, indem man die Ausdrücke auf beiden Seiten in jeder 
Gleichung nach Potenzen von x entwickelt, zunächst 

<pix,,..,XrU = i/jGJ:^(9'i,«,...9'.,«)-^+.-.+i/,G^K„,...9>..„)^, 
und alsdann jede der Functionen 

ausgedrückt als ganze rationale Function einer gewissen Anzahl der Ab- 
leitungen von ^1,0, . . . 9>nsi Jiach a?!, ... Xry deren Coefficienten Potenzreihen 
von y,,ü? • • • Vnjii sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coefficient der 
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdrücke 
Gi]^ bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird. 
Ist nun 

1/^=0.. .30, ... 1/^=0... 00 

(2.) 

Vi=0...oo, ... V;.=0...oo 

und setzt man 

(3.) y («1 , . . . x,\, = Siiff-X^,^ |y . . . -^) (« = 1, . . . «), 

so ergiebt sich jede der Grössen 

als eine ganze rationale Function einer endlichen Anzahl der Grössen 



und der Coefficienten der 

und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt, 
wenn man 



y« = :s((p{x,,...Xr)a,,^), 



^- 0...X) 
(4.) { (« = !,...«) 

^=1=0.. .00, /U, =0...«?, ... ^r =0...0O 

setzt 

Um nun zu beweisen, dass diese Reihen sämmtlich innerhalb eines 
bestimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte 
System von Differentialgleichungen durch ein anderes von derselben Form : 

,i^ = i,GCr^(y.„...V-)^+-4-i;,Gc:^(V'.,... V»)^, 
(5.) 

'^=i.G{r^fvM...v.)^+-+i^G^(v.,...v«)^, 

in welchem in jeder der Reihen G^J}{yji^...rpn) jeder einzelne Coefficient 
positiv und nicht kleiner s^ls der absolute Betrag des entsprechenden Coeffi- 
cienten in G^J}{tpi^ ••. V^i.) ist* Zugleich nehme ich an Stelle jeder der Reihen 
<p{xi^...Xr)a,o (« = !,...») eine andere yj{xi^...Xr)a,o an, in der ebenfalls 
jeder einzelne Coefficient positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag 
des entsprechenden Coefficienten in y (a^i , . . . 0:^)^0 ist Wenn alsdann 

den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von 

tritt, so erhellt aus dem, was über die Zusammensetzung des letzteren aus 
den Coefficienten der Reihen Gi^) und v^„,u gesagt ist, dass der erstere positiv 
und nicht kleiner als der absolute Betrag des anderen sein wird. Kann 
man also von den Reihen V'i? • • • Wny wo 

f« = 0. .. X; , ^j = 0. .. 00, ..• fir = 0. .. 00 
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ist, beweisen, dass sie sämmtlich innerhalb eines bestimmten Bezirkes con- 
yergent sind, so steht dasselbe für die Reihen (p^^ ... cp^ fest. 

Dieses voransgesetzt, werde, wie es immer möglich ist, eine positive 
Grösse g so angenommen, dass sämmtliche Reihen Gi^^ (9^1 7 • • • (pn) convergiren, 
wenn 

gesetzt wird; dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grösse G so 

annehmen, dass ans dem Brnche 

G 



■ j V^i + V^»H hV^n ^ 

9 

wenn derselbe nach steigenden Potenzen von v^i , . . . Vn entwickelt wird, eine 
Reihe G(v/, , . . . tp^) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefficient positiv nnd 
grösser als der absolute Betrag des entsprechenden CoefiBicienten in jeder 
der Reihen Gi^)((pij...(Pn) ist. 

Ebenso kann man zwei positive Grössen g nnd (> so wählen, dass 
in der Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches 

g'(^x^ + x^'\ \-Xr) 

1— ^l"t"^»"^ 1"^^ 

Q 
nach steigenden Potenzen von aji , . . . j:^ hervorgeht und die mit y/ (a^i , . . . o? )u 

bezeichnet werden möge, jeder Coefficient positiv und grösser als der ab- 
solute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder der Reihen 

(p [Xi , . . . Xrjiji)^ ... (p [Xi , . . . Xj.) ^^0 

wird. 

Werden dann in dem System (5.) sämmtliche Reihen 

G^J}{V^i,...rpn) = Gitp,,...%) 
angenommen, und wird zugleich festgesetzt, dass für x^O jede der 
Functionen tpa ^ 

Übergehen soll, so sind die eben angegebenen Bedingungen erfüllt, und es 
braucht also nur bewiesen zu werden, dass die so definirten Reihen Vi? ••• V'« 
innerhalb eines gewissen Bezirks convergent sind. 

Unter den gemachten Voraussetzungen werden aber die sämmtlichen 
Reihen \p^^...xp^ einander gleich und Functionen bloss von x und von 



Das System (5.) reducirt sich also, wenir man 

setzt, so dass y/^ = —tp wird (fllr a==l...»), auf die einzige partielle Diffe- 

rentialgleichung 

ra \ ^ — g dtp 

WO a eine positive Constante bedeutet. 

Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufügen, dass für x = 

by 

Übergehen soll, wo b ebenfalls eine Constante bezeichnet. 

Die Grleichung (6.) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grrössen 
xjß und (1— VJy +aa? eine Relation besteht. Diese wird aber durch die Fest- 
stellung, dass V fllr flp = in -73- übergehen soll, eine völlig bestimmte; 
und es ergiebt sich zwischen y>, x, y die Gleichung 

(l-V)y4-«a; = ^v, 
woraus man 

^ " 2Cl-y) 

erhält, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdruckes 
nach Potenzen von x, y das Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat- 
wurzel 1 sei. 

Die so sich ergebende Potenzreihe von x^ y hat nun einen bestimmten 
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv, 
wie man sofort sieht,* wenn man die Entwickelung von rp nach der im Vor- 
stehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch die 
Potenzreihe von (a?, a^i , . . . a:^), in welche v durch die Substitution 

^ Q 

Übergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Für jedes innerhalb 
dieses Bezirkes enthaltene Werthsystem {x^x^^... Xr) sind dann sicher auch 
die Reihen (pi^...(pn sämmtlich unbedingt convergent. Dieselben besitzen 
also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, wenn 

2 
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man die Veränderlichen (o;^ X| , . . . Xr) anf einen innerhalb desselben liegen- 
den Bereich in der Art beschränkt, dass fttr jedes in dem letzteren ent- 
haltene Werthsystem (x,Xij... Xr) das System der zugehörigen Werthe von 
(9^1 f • • • Vn) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen Gi^^ ange- 
hört, Functionen von {x, Xi^...Xr) dar, welche die gegebene Differential- 
gleichungen befriedigen und zugleich fttr x ^ in 

y (a?i , . • . Xr)ijü^ . . . y (a?i, . . • a?r)ii,ü 

übergehen; w. z. b. w. 
Zusätze: 

A) Es ist angenommen worden, dass ^ (xi , . . . Xr\i)^ . . . 9) (a?i , • . . Xr)nfi 
sämmtlich verschwinden, wenn jede der Grössen (xyXi^...Xr) den Werth 
Null erhält Die entwickelten Sätze behalten aber ihre Gültigkeit, wenn 
nur die Functionen 9>a,o so angenommen werden, dass das Werthsystem 

y(0.. .0)1,0, . . . y(0...0)^ü 

dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen G^^} angehört, wie 
aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man 

Vi— y(0...0,\ü, . . . y»— y(0...0),,o 

als die zu bestimmenden Functionen einführt. 

B) Es bleiben femer alle Sätze bestehen, wenn an Stelle des be- 
trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, in 
welchem sämmtliche Functionen G^J^} (V'i 7 • • • 9^«) dieselbe Beschaffenheit haben, 
wie in jenem: 



dx 

V =. l--'r, /9 = l«««fi 



(l"0 



^ - ^(ö<-i(y.,...y.)-^)+öS:i?(yi,...y-). 

V = i«"r, /9 = i"-n 

Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch 
eine neue 

ox 

hinzufllgt, mit der Festsetzung, dass für a:=:0 

^0 = aPi 
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&ein soll, so dasa man jedes der Glieder G^^^ mit -3^ multipliciren darf, 

und auf diese Weise ein Gleichungs-System von der Form (1.) erhält. — 

C) Sodann behalten die in Rede stehenden Sätze ihre Gültigkeit auch 
dann, wenn in den Gleichungs-Systemen (1.) und (l**.) die Functionen G^ 
sämmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat 
nur in diesem Falle das Werthsystem 

9>(0.. .0)1,0, . . • y(0...0),,o 

so zu wählen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller 
Zähler und Nenner angehört und keiner der Nenner verschwindet, wenn man 

9i = V(0..-0),,o, . . . y«==y(0..-0)«,o 
setzt. 

Wenn nämlich diese Bedingungen erfüllt sind, so lassen sich die 

Functionen G^^^ sämmtlich in Potenzreihen von 

91- y(0.. .0)1,0, . . . y«-9(0...0)«,o 

entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die ursprünglich vorausgesetzte 
Form gegeben wird. 

D) Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte 
Verfahren fUr 9^1, ... 9, sich ergebenden Reihen vollständig bestimmt sind, dass 
sie den vorgelegten Differentialgleichungen genügen und für a: = be- 
ziehlich in 

y(x,, ... a:J,,0, . . . 9> (a?l , . . • iPr)n.n 

übergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wenn man alles Vorstehende 
zusammenfasst, folgendes Resultat: 

Es sei gegeben ein System partieller Differentialgleichungen von 
der Form 

(« = l...r, ß= i-'-n) 4 

m \ 

(a = l...r, ß = !•••») 

in denen die G^J^ß und &^^ sämmtlich Potenzreihen von ^i , ... g)^ sind, und 
es seien auf irgend eine Weise n Potenzreihen von x, Xi^ ... Xr 

y l ( J?, Xi , • • • Xr) , ... (ff^ [Xf a?! , • • • Xr) 

2» 
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liergestellt, welche für ^i , ... tp^ gesetzt den Differentialgleiehnngen formell 
genttgen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdrücke auf der linken 
und rechten Seite , wenn man sie nach Potenzen von x, «i , ... Xr ent- 
wickelt, in den Coef&cienten der gleichstelligen Glieder Übereinstimmen; so 
werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren 
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be- 
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfüllt sind: 

a) Es müssen die Reihen 

y(0, aci, ...irJn • • • 'V (0, a?i , . . . a?^)^ 
einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen; 

b) es muss das Werthsystem 

<p(0,0,...0)i, . . . <p(0,0,...0). 
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Functionen 

enthalten sein; 

c) es darf keine der Functionen ö^^^^i , . . . y») »n der Stelle 

(yi = y(0...0)i, ... yn==y(0...0)«) 
verschwinden. 

Weim insbesondere die Gi^}, G^^^ sämmtlich ganze Functionen oder 
beständig convergirende Reihen von ^i, ... (p^ sind, so ist die Bedingung 
b) von selbst erftlllt. 

§. n. 

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function <p von 
r+1 Veränderlichen (ar, a^i, ... ajj irgend eine algebraische partielle Diffe- 
rentialgleichung «*«"• Ordnung gegeben, und auf die Form 

I r 

gebracht, wo G eine ganze rationale Function von a:, a?i , . . . rc^ , y und den- 
jenigen Ableitungen 

dx^dx^i'"dx^r ' 

• r 

in denen 

ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in dem 
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Sinne irrednctibel , dass G nicht das Product zweier Anadrttcke von der- 
selben Form ist. 

Es bandelt sich dämm, anf die allgemeinste Weise ein diese Diffe* 
rentialgleichnng befriedigendes FuncUonenelement (in dem Sinne, wie Herr 
Wderstrois dies Wort gebraucht) 

^ {X^ Xy^ .,. Xr H^ 01 , . . . Of) 

zn bestimmen, d. h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente 
nnd der Differentialgleichnng genügende Potenzreihe von x—a^ «i— Oi, ... Xr—Or, 
wo a^ ai , . . . a^ Constanten bezeichnen. 

Ich betrachte nun zunächst den Fall, den ich den normalen nennen 
will, wo von den Ableitungen 

wenigstens eine, — ich will annehmen ^-^ — in G wirklich vorkommt 

Dieses vorausgesetzt lässt sich zeigen, dass man eine der Differentialglei- 
chung genügende Reihe 

(p{x,Xy,...Xr\a,a,,...ar) = ^{K-^^-r^^ „;! ''^iJ^J 

erhalten kann, in der, wenn man sie auf die Form 

£v (p [Xi , . . . X;. O] , . . . Hr ; - 



bnngt, von den Functionen ^ (xi , . . . a?,. ai , . . . a^) die n ersten 

(0) C«-i) 

y(«i, ...ar^lai, ...a^), ... (p (a:,, ... a?Jo|, ... a^) 



im Allgemeinen willkürlich angenommen werden können, die übrigen dann 
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden. 

Setzt man die für q> angenommene Reihe in den Ausdruck auf der 
Linken der Gleichung (1.) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen 
von X— ö, a?i— ö|, ... Xr'-ary so muss zunächst das constante Glied ver- 
schwinden, d. h. es muss 

(2.) (? (a, a, , . . . a^ , 6ü,..ü • • • ^a,a„.,.o^ . . .) = 
sein. 

Ich bezeichne femer zur Abkürzung 
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mit y«,......, und 

Cp ( «17]^ ) * * * ^r ^1 7 * * * ^r) 

(y) 

bloss mit 9>. Dann wird füi x = a 

(«) 
y.,.,..... gleich g^,.,^^, - 

Entwickelt man nun 

nach Potenzen von x— a, so wird der Coefficient von {x—af eine ganze 
Function von y, deren Coemcienten ausser den Veränderlichen x^^ ... Xr nur 

(0) (1) (n-1) 

die Functionen (p, (p, - ^ <p und deren Ableitungen nach (xi , . . . ^r) ent- 

(«) 
halten, und es muss q> so bestimmt werden, dass diese Function, welche 

mit öo(y) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich (p eine Potenzreihe 
von iTi—ai, ... Xr—ar wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf eine 
einzige Weise, möglich, wenn man a, ai, ... «r und diejenigen Grössen 

in denen 

ist, so annimmt, dass sich aus der Gleichung (2.) fUr 6»o,.ju wenigstens ein 
endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt. Diese . 
Bedmgung als erfüllt vorausgesetzt, sind die Reihen 

(0) (1) (n-l) 

q>y (p, . . . (p 

im Uebrigen willkürlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Gonvergenz- 
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Coef&cienten der Reihe 

in) 

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational 
aus den Coefßcienten der vorstehenden und aus &,,,u,..o zusammengesetzt; es 

giebt also so viel verschiedene Functionen y, als verschiedene Werthe von 
*ii,ü,..o? ^^ einfache Wurzeln der Gleichung (2.) sind, existiren. 
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Differentiirt man ferner den Ausdruck G^ alg Function von x be- 
trachtet, so hat die 1^^ Ableitung desselben die Form 

WO Ö' i^nfi^j)) die partielle Ableitung von G nach y«,o^„o ist und Ä^ eine ganze 
Function von x, x^^ ... x^ und denjenigen Grössen y«,»,,..«^ bezeichnet, 

in Welchen 

ist. Der Coefficient von ^ ^^ in der erwähnten Entwickelung von G 
hat also die Form 

WO Öo tmd fl^^o diejenigen Functionen von a?! , ... a?^ bezeichnen, in welchei 
ff und ff;i dadurch Übergehen, dass man x = a und 

setzt 

Dieser Goef&cient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil 

(•) 
G^y{ip) an der Stelle (xi = a,,... d?^ = ö^) nicht verschwindet, 

iu eine Potenzreihe von xi— aj, ... 0?^— «r entwickeln lässt, so ergiebt 

sich y als Potenzreihe von Xi— ai, ... o:^— a^, welche völlig bestimmt 
ist, sobald 

<jp, 9^, . . . y 

(0) (1) (n-l) 

es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a^ aj, . . . Op.^ ^^ 9^^ . . . y 
den obigen Bedingungen gemttss annimmt, darauf nach Fixirung des 

Coefficienten 6«,o,^o zunächst fp und dann 

y, y, ... 

so bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie qb er- 
forderlich ist, w6Dn 4er Ausdruck 



Iß 

der vorgelegten Differentialgleichung formell genfigen soll. 

Um nun zu beweisen, dass 9 ein Element einer diese Gleichung he- 
Medigenden analytischen Function von x^ oti, ... Xr darstellt, hat man zu 
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirks convergirt. 

Dies geschieht in folgender Weise: 

Ich setze 

(3.) x = a+i«, J?i = ai+«i, . . . Xr^ar'\'Hr 

und bezeichne, unter 9 jetzt die Potenzreihe von Uj «,, ... u^ verstehend, in 
welche ^(XyXi, ...a;r|a^<ii, •••Or) durch diese Substitution ttbergeht, 

beziehlich mit 

9ü7 Vi? • • • y«/ 

sowie die Übrigen Ableitungen 

in denen a4-ai+'--+«r^ti ist, in irgend einer Ordnung genommen mit 

yn+i ? • • • y# • 



Dann hat man 



(4.) 



Femer kann man, wenn X>>0, 

(5.) 



0^ = ^^' 






dti du,. 



setzen, wo (i eine der Zahlen 1...«^ und v eine der Zahlen l...r ist (Ist 
nämlich 9>i.+2 = 9>«,a,^.,«^5 >s(o ist mindestens eine der 2^hlen Oi, ... a^^ z. B. 
a^ von Null verschieden, und man hat dann 

Öl« ^ Ötty ^ 

und es ist y«+i,a.,...^-i^a^ eine der Grössen ^o, Vi 7 • • • 9t)- 

Bezeichnet man femer, unter G wie vorhin den Ausdruck auf der 
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linken Seite der Q^leichnng (1.) verstehend, dessen partielle Ableitungen in 
Beziehung auf x, ^Hj^ 9>i, • • • % respective mit 

G\x), G'icp,), (?(y,), . . . G\(p.\ 
so hat man 

also 
Endlich ist 

^'•^ Ott ^' Ott ^' • • • Ott ^' 

Die Gleichungen (4.), (6.)? (6.), (7.) bilden nun für die Grössen x, x,, ... x^, (p^^ 
<pii • • • Vo welche sämmtlich Potenzreihen von u, Ui^ . . . Ur sind, ein System 
partieller Differentialgleichungen von der in §. I, Zusatz D) betrachteten Form. 
Da sie nun überdies den dort unter a) und c) angegebenen Bedingungen 
genügen, so ist damit festgestellt, dass sie sämmtlich innerhalb eines be- 
stimmten Bezirks convergiren. 

Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe 

(p{x, Xij ... Xr\a, ai, ... Qr) 

ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung 
befriedigenden analytischen Function. 

Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch für jede 
der vorgelegten Differentialgleichung genügende analytische Function (p 
ein sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren er- 
halten kann. 

Es sei 

(p{x,x,,...Xr) = £ b^ " ^ -^-1— \y 

ein beliebiges Element einer solchen Function, so bestehen für dasselbe, 
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden^ die Gleichungen: 

in) 

G,(ip) = 0, 



Wenn nun 6^.^.,, »icht eine melirfaehe Wurzel der Gleiehung^ 

ist, so sind durch diese Gleichungen und die Bedingung, dass ^ an der Stelle 
(a?i = ai, ...x^ = o^) den Werth 6„,o^.o haben soll, 

vollständig bestimmt 

Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, für 
welche 6,,,, ...o eine einfache Wurzel der ebengenannten Gleichung ist, wofern 
die Function nicht eine sogenannte singulare Lösung der Düferentialgleichung 
ist, d. h. ausser dieser auch der Gleichung 

gentigt Damit ist bewiesen: 

Ist (p irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht 
auch der Gleichung 

genügende analytische Function, so lässt sich jedes Element 

(p {Xy Xiy ... Xr\OyOlf ••» Or) 

derselben, für welches Gy-Q^J ^^ ^^^ Stelle (a:==a, a?i = iii,...a:^ = a^) 

einen von Null verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent- 
wickelte Verfahren bestimmen. 

In dem Falle aber, wo q> eine singulare Lösung der Differential- 
gleichung ist, erhält man fUr sie durch die Gombination der beiden Gleichungen 

e = o. «■(-^) = o 

entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialglei- 
chung, der sie als nicht singulare Lösung genügt. 

§.ni. 

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form 
hat, so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an 
Stelle der Grössen x, ^i , ... Xr ebenso viele lineare Functionen derselben 
(y^ yi , . . . pr) ftlft Argumente von (p einführt 
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Setzt man nämlich 

y = 6 -{-ex +CiXi ^-'•• + CrXr 
Jfj = 6' -f-c'x +CiXi +''* + Cr«r 

wo die fr^ c Constanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind, 
dasa die Determinante 



c 
c 



Ol, 



• • • 



• • • 



Cr 
Cr 



M Ar} 



(r) 



{ • • • • f/^ 

nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck 

G{X, Xi^ ... Xry (Py* (pa^a^^^r*"^ 

in einen anderen von derselben Form 

in welchem ebenso wie in G nur Ableitungen von nicht höherer als der 
n^®° Ordnung vorkommen; und es lässt sich zeigen, dass derselbe im All- 
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten Cy c^ , ... c^ 
ausschliesst, die Ableitung 

wirklich enthält 

Davon überzeugt man sich am leichtesten auf folgende Weise. 
Man hat, wenn man mit 

O) , . / , W „ u //, u. s. w. 

die in Cr vorkommenden Ableitungen der n^^^ Ordnung bezeichnet, 

-;^ = Öo 4" Gl CP , , , ' ' + Go 0) . . ./ .. + ••• 

WO Gü, Gl, ... Gp nur Ableitungen von niedrigerer als der (n+l)*«'* Ord- 
nung enthalten. Nun ist aber 

3* 
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etc. 
wo die weggelassenen Glieder nnr solche Ableitungen 

dyßdyß,^...dyßr 

enthalten, in denen /9+Ä+'"+/9r = »+l7 aber ß<in+l ist. Man hat also 



II = (G^e-+^c^..c^+G,c«''-^^cr'\..c<^ etc., 

wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab- 
leitungen von (p nach x, x^ . . . Xr in Ableitungen nach y, y 1 , ... y^ ver- 
wandelt worden, ^ ^ ^ nicht vorkommt. 

Wählt man nun die Constanten c, Ci , ... c^ so, dass der Coefficient 
von ^ , in der vorstehenden Gleichung, als Function von x, Xi^ . .. x^, ... 

Va,a,^„ar 1 '" bctrachtct, nicht identisch verschwindet — was nur für specielle 
Werthsysteme der c, Cj , ... c^ eintreten kann — so wird derselbe auch 
nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veränderlichen 
o:, a?i , . . . a:^ die y, y, , . . . y^ einführt und die Ableitungen (pa,a,,^Mr ^ ^^' 
leitungen von (p nach y, y,, ... y^ verwandelt; und es kommt also die 

Ableitung ^^^ wirklich vor. Es ist aber 



dtr 



dG dG , dG , , dG 



dx dy dy, ^ '^ dyr ■ 



und es kann daher ^— , auf die angegebene Weise transformirt , die Ab- 

leitung Q'^ nur dann enthalten, wenn in 6 die Ableitung -^-~- vorkommt 

Nimmt man insbesondere 

y = x -a -Ci(aJi-o,) Cr{Xr-ar) 



t/r = ^H^r-ar^ 

so sieht man , dass bei gehöriger Wahl von Ci , . . .Cr sich <p stets nach 
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Potenzen von 

a:— a— ^Ci(a5, — ai) — ••• — Cy(irr"~ÄrX ^i — ^i? • • • ^r'^^r 
entwickeln lässt, nnd dass man diejenigen Functionen, in welche 

dtp d^~ ' q> 



• • • 



^' dx ' dx^"' 

für 

Übergehen, als Potenzreihen von xi— ai, •.. Xr — a^ im Allgemeinen will- 
kürlich nehmen kann. 

Die im Vorstehenden beBchriebene Umformung der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung könnte in dem Falle nnnöthig erscheinen, wenn in dieser 
Gleichung zwar nicht die n^® Ableitung von <p nach x, aber doch eine 

andere -q--- (wo m <C «, aber > 0) vorkommt, und überdies in den übrigen 

Ableitungen 

dx^dx'^^...da^r 

a<Cm ist 

Denn nimmt man wie oben 

an, und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach 
Potenzen von x — a, so erhält man zunächst eine Gleichung zwischen 

(") (1) (m) 

(P, (P, . . . (p 

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen 

m (0 (m-I) 

nach xij ... Xr. Nimmt man dann die Reihen ^^ ^^ ... (p willkürlich 
an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte übergeht, 

(m) 

wenn man a:i=ai, ... a?^=a^ setzt, nach 9) aufgelöst, eine endliche, einfache 

(m) 

Wurzel hat, so kann man (p als Potenzreihe von iCi—a,, ... x.'-ar so be- 
stimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und für Xi = Oi , ... Xr = a^ 
in jene Wurzel übergeht 

Die übrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern so- 
dann zur Berechnung der übrigen Functionen 

< 

ip (ari,...x^|a,,...a^) 
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die erforderlichen Gleiehangen, durch welche sie sämmtlich, imd swmr ein- 
deutigf bestimmt werden. 

Man erhält so, ganz in der oben anseinandergesetzten Weise, eine 
Potenzreihe 

welche für (p gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt 
Aber ich habe bemerkt, dass wenn diese Reihe convergent sein soll, 

die Functionen y, . . . <p nicht willktlrlich angenommen werden können, 
sondern solchen Beschränkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen 
sagen kann, die Reihe 

(p {X, X|, ... Xj.\ay 01 , ... ür) 

convergire an keiner Stelle (x^o^i, ...a;^), wie nahe man dieselbte auch der 
Stelle (a^äi,...ar) annehmen kann. 

Ich begnüge mich aber hier dies an einem Beispiel nachzuweisen. 

Es sei die Differentialgleichung 

d(p __ ö*9 
dx dy* 

gegeben. Wenn <p[i{y\h) irgend eine Potenzreihe von y— 6 ist, so genügt 
die Reihe 

dieser Differentialgleichung formell, und geht fttr x = a in 9^0 (y|*) über, sie 
besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von (Pü{y\h) einen Con- 
vergenzbezirk , während im AUgememen sie für kein Werthsystem (a:, y) 
eine bestimmte, endliche Summe hat. 
Es sei z. B. a Ä= 0, 6 = 0, 

yo(!f|*) = jz^- 
Dann ist 

und die obige Reihe geht in 

• 2v! X* 



über, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch 
Xy y angenommen werden. 
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Um allgemeiB zn zeigen, welche Bedingnng die Function 9o(f\b) 
erfüllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes 
Element (p(x,y\a^b)^ das ftlr x = a in (poiy\b) ttbergeht, existire, bemerke 
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Veränderliche y 
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen 

00 (1) 

(p{x\a)j vi^l^) 
willkürlich annimmt, so kann man fp(Xyy\a,b) nach dem Vorhergehenden 
so bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge- 
nügt und für y = 6 

00 

(p{Xyy\a,b) in (p{x\a) 
und 

^ gy m ip{x\a) 

ttbergeht Und zwar erhält man, da in diesem Falle 

00 

<p{x\ä) nur den einen Werth ^^ ' ^^ 
hat, 

(«0 0) 

als den allgemeinsten Ausdruck von (p{xyy\a,b). 
Ist nun 

00 OD 

q>{x\a) = Zycjx-ay 

und 

(I) . • , 

ip{x\a) = -^vc,(a?-^a)% 

so ergiebt sich 

Bezeichnet man nun mit (i eine positive Grösse, die kleiner ist als 

00 0) 

der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen ip^ (p, und 
die absoluten Beträge von e^y c^ mit |c^|, |c^|, so lässt sich eine positive 
Grösse g so angeben, dass für jeden Werth von v 
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£fi II1U88 alflo <pii{y\b) so gewählt werden, dass fUr zwei bestiiiiiiite Grössen ^^ q 
dem absoluten Betrage nach 

der Coefficient von (y — A)'" kleiner ist als Tj^ffQ'"', 



Daraus folgt, dass die Reihe 



(2v)! 



niemals convergent ist, wie klein man auch x— a, y— 6 annehmen möge, 
wenn die Reihe <p{){y\b) nur einen beschränkten Convergenzbezirk besitzt 
Aber auch wenn qix){y\b) eine beständig convergirende Reihe ist, kann die 
vorstehende Reihe beständig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn man 

annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen flir die Coefficienten 
der Reihe (Pii{y\b) nicht erfüllt sind. 

§.IV. 
Ich gehe jetzt zu dem Fall über, wo zur Bestimmung von m 
Functionen <pi, ... (p„, von r+1 Veränderlichen (x, Xi , . . . x^) ein System 
von m algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches 
in Beziehung auf (px von der »a*®"^ Ordnung sein möge. Ich setze dabei 
voraus, dass dasselbe die normale Form habe, d. h. dass in demselben die 
Ableitungen 

' — — • • ■ — ■■ ■- ■■ ■-■ 

wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Grössen als die Unbe- 
kannten, die übrigen in ihm vorkommenden aber als willkürlich gegebene 
betrachtet, auflösbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen 
der genannten Grössen liefere. 

Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erAillt sein sollte, 
stets durch eine lineare Transformation der unabhängigen Veränderlichen 
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu genügen. 

Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch 
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zu untersuchen, ob ein Gleichongssystem von nicht normaler Form stet» 
durch ein ähnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zurttckgeftthrt 
werden könne, worauf ich aber hier nicht eingehen kann. 

Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Grleichungssystem 
folgendermassen auf eine „canonische^^ Gestalt: 

Man kann, um die Grrössen 



.'m 

• • • _ 



durch X, Xij ... x^^ 9>i, ... %,^ und die in den gegebenen Gleichungen 
enthaltenen Ableitungen von (p^ ... cp^ auszudrücken, eine lineare Function 
der ersteren 



d^g> d*m(p. 



9o = Ci^r-^ + -- + C„. 



^ öa?»« ^ ^ "* ds^ 



m 



? 



WO Ci, ... Cm willkürlich anzunehmende Constanten bezeichnen, als unbe- 
kannte Grösse einführen. Man erhält dann fUr tpo eine algebraische Gleichung 

= 0, 

wo & eine ganze Function von 9^0, deren Coefficienten ganze und rationale 
Functionen der als bekannt angenommenen Grössen sind, bezeichnet 

Es sei G ein unzerlegbarer Theiler von ®, so entspricht jedem 
Werthe von ^o? welcher der Gleichung 

G = 
genügt, ein Werthsystem der unbekannten Ableitungen: 



dx^ 










r dG 

^1 = — li. 



wo 



ist 

Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine ge- 
wisse Anzahl von Gleichungssystemen der Form 

G(yo) = 0, 

(1.) ' "^^ 
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wo die gämmtlicbeii G, wenn man 



mit 9)2,0,0,,.-«^ bezeichnet, ganze rationale Functionen von x^ opi , . . • «^ und 
denjenigen Grössen 

sind, in denen — fttr den jedesmal betrachteten Werth von X — 

ist 

Es handelt sich nun darum, m+1 Functionen-Elemente 

^ü (a?, Xi, ... x^ I a, tti, ... a^) , 9i (xy iCi, ... a?^ | a, a„ ... a J , ... y^ (o:, a?i, ... ap^ 1 a, ai, ... aj 

» 

auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben für 90? 9^19 -•• 9>m 
gesetzt, die Gleichungen (1.) befriedigen. 

Man setze, unter l eine der Zahlen 0, 1, ... m vt^stehend, 

(2.) ( (a = 0...cx, «j =0...(X), ... ar = 0..,oc) 

OD («) /^/p ^>0 

= ^«9^7. (^l)'-- ^r|öl, ..-«r) -j ? 

die Constanten 0, ai, ... a^ und sämmtliche Coefficienten ii^^,^..«^ vor- 
läufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck G nach 
Potenzen von x—a, Xi— öi, ... Xr—Or; so erhält man das constante Glied 

dieser Entwickelung, das mit G bezeichnet werden möge, wenn man in G 

dy Ol, ... Or für Xj Xi^ ... Xr, 

^a,ay^.Mj, *Ur VX;a,a^y^aj. 

und 

6^.0 für (po 
setzt. Dann muss, wenn die Gleichungen (1.) befriedigt werden sollen, 
zunächst 

6 = 
sein. Diese Gleichung dient dazu, um 6f,^^^x) durch die eben genannten 
Grössen auszudrücken. Die letzteren müssen also so gewählt werden, dass 

in dem Ausdrucke G die zu bestimmende Grösse 6,?j\^.u wirklich vorkommt 
Entwickelt man femer G nach Potenzen von x—a, so wird der 
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Coef&cient von (a?— a)", der mit G(yo) bezeichnet werden möge, dadurch er- 
halten, dass man in G 

a für a?, 
(«) 

und 

(0) 

q>o für ^0 
»etzt Es ist also 

. (0) 

t«) 
eine ganze Function von ^o mit Coefficienten, welche ganze Functionen von 

femer von 

<Pl7 • • • Vl7 • ' • Vfn9 • • • Vm 

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sind. Die- 
selbe geht in G ttber, wenn man Xi^ai^... Xr^Or nimmt Unterwirft 
man also die in Cr vorkommenden Grössen a, ai, ... ö^, Ä^^i,,...»^ der Be- 
dingung, dass die Gleichung 

G = 

nach 6^% aufgelöst, mindestens eine endliche, einfache Wurzel besitze, und 
versteht jetzt unter bS^jy eine solche, so giebt es eine völlig bestimmte 

(0) (0) 

Function* 9o(aß,, ...dPrl^Si? •••^r) 7 welche, ittr y«, gesetzt, der Gleichung 

. (0) 

(3.) G(<p,) = 

genügt , und in 6^% Übergeht , wenn man x^ == ai , . . . (c^ = a^ setzt. Dabei 
können die Coefficienten der eben genannten »i + »!+'•• + »», Functionen 

abgesehen von der angegebenen Beschrankung, ganz willkürlich angenommen 
werden, selbstverständlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Conver- 
genzbezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte 

(0) 

Function 9o(a?i, ...o^rl^M •••<>r) ebenfalls immer einen gewissen Conver- 
genzbezirk. 

4* 
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Differentiirt man femer den Ausdruck 






G^^L^^G, 



als Function von x betrachtet, so hat die v^ Ableitung derselben die Form 

WO H^^^ eine ganze Function von x^ Xj , ... Xr und denjenigen Grössen 
in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von i — 

ist, bezeichnet. 

Die Entwickelung von 

nttch Potenzen von x—a hat also die Form 

Tvo 6', /^^' ans G, ft^^ dadurch entstehen, dass man setzt 
und 

Es hat femer die i^^ Ableitung des Ausdruckes & nach x die Gestalt: 

wo JETy^"^ dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen £FJ^^ hat. 
Bezeichnet man also mit 

die Ausdrücke, in welche 6^^^, H^^^ dadurch übergehen, dass man x=^a und 

<Pfsta,a,...,a^ = öiC«', . . . ÖX^'r 

17 r 

setzt, so ist der Coefficient von -^^ — p^ in der Entwickelung von G nach 
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Potenzen von x—a 



. (f) 



Damit also die Gleichnngen (1.) befriedigt werden, muss man haben 

(4.) G' (fx + J5fJ^^ = 0, (i = 0, 1, . . . m). 
Da sich, weil ff an der Stelle (arj = o, , . . . x,. = a^) nicht verschwindet, 

in eine Potenzreihe von jpi — ai , ... a?,. — • «r entwickeln Ittsst , so ergeben 
sich aus den Gleichungen (4.) 





• 






(v+i) («,+y) 




(««+»') 








■ 






^0, yi, 


. • 


• ^m 






als 


Potenzreihen 


von 


X^' 


— dl, ..* ^r"~ 


«r. 


welche 


vollständig 


bestimmt sind, 


sobald 
























(0) 


















Vu 


















(") 




(».-D 














• . • 


. ■ 
• 


9>i 

• • 







(ü) («^-1) 

es sind. 

Daraus folgt, dass wenn man a^ ai, ... a^ und die vorstehenden 

Functionen 

(/-) , 

ya(a?,,...x^|ai,...aj (für iL=l...m) 

den angegebenen Bedingungen gemäss, im Uebrigen aber willkürlich an- 
nimmt, darauf, nach Fixirung der aus der Gleichung 

G = 

sich ergebenden Coefficienten A/Xu) ^^^ächst ^ und dann die sämmtlichen 

Functionen (pi (x^ , . . . 0?^ | Oj , . . . a^) sich so bestimmen lassen, und zwar nur 
auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn 



30 



(5.) ( ^1 "^ JSa(pi{xi^...Xr ai, . . . a^) — ^j — 

OD (**^ ^a» n^« 

den Gleichungen (1.) formell genügen sollen. 

Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdrücke q>o^ 9m ••• ^m 
ein System von Functionen-Elementen bilden, welches die Grleichungen (1.) 
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be- 
stimmten Bezirks couTergiren. 

Ich setze wieder 

a? = a+ii, a?,=ai + «i, ... iCr = «r + ttr 
und verstehe jetzt unter 9i.«,«„„.a^ die Potenzreihe von u, «i, ... Ur, in welche 

durch diese Substitution übergeht. 
Dann hat man 

(6.) ( a = l,...m) 

Ö öS = ^^' 

wo man, wenn 112 = 1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat 
Femer hat man 

ff^+HP = 0, 

wo ffp^ eine ganze Function von «^ ti^ , . . . ti^ und denjenigen Grössen 

in welchen für den jedesmal betrachteten Werth von fi 

a+ÄiH httr^Ä^ + l, «^»^ 

ist Man kann aber aus H{^^ die Grössen 



. • . 



öic*' ' öa?*TO 
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und deren erttten Ableitimgen nach den Veränderlichen Xi^ ... Xr vermittelst 
der Gleichnngen (4.) eliminiren, nnd erhält so eine Gleichung 

(7.) ((?')A-G, = 0, 

wo k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und 6^ ein Ansdmck von derselben Gestalt 
wie die Ox in den Gleichungen (6.) ist ^ 

Sodann hat man für jede Function 9a,a,«„...«^, in welcher 

Ä + C| + '" + *'r "^ Wi 

und mindestens eine der Grössen a, , ... a^^ z. B. a^ ]> ist, 



Endlich ist 






(9-) W = ». ^ = ». ••■ ^ = «- 



So ergiebt sich für a?, a^i , . . . x^ und diejenigen Functionen 

in welchen a + öiH f-«r<C«z ist (wobei jedoch jetzt yede solche Function, 

auch wenn sie in den Gleichungen (1.) nicht vorkommen sollte, in Betracht 
zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von der in §. I, 
Zusatz D) betrachteten Form. 

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von tf, t^, ... ti^ oder 
x — a^ a?i — «1 , . . • Xr — Or sind, welche sämmtlich innerhalb eines bestimmten 
Bezirks convergiren, indem die am angeführten Orte unter a), li) angegebenen 
Bedingungen in diesem Falle erfüllt sind. 

Der Beweis femer, dass man für jedes die Gleichungen (1.) befrie- 
digende System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System 
von Functionen-Elementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann, 
wird ganz so geführt, wie es am Schlüsse des §. 11. für den Fall, dass nur 
eine Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist Die singulären Lösungen 
der Gleichungen (1.) bilden diejenigen Functionensysteme ^o, ^i, ... y«, 
welche ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung G' = 
befriedigen. Die Bestimmung dieser singulären Functionen-Systeme lässt 
sich aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines 
Systems anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singulären Lö- 
sungen sind, bewerkstelligen. 



' • 
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Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollständig gelöst. 
Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transoendente partielle Differential 
gleichungen lassen sich in vielen Fällen auf das Gleichungssystem (1.) m 
der Art zurttckfUhren, dass 

nicht {ationale, aber in der Form beständig convergirender Potenzreih^i 
darstellbare ganze Functionen voo 

Xy a?!, ... Xr und den Grössen ^i;a,a^^^ar 

sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate 
ihre volle Gültigkeit, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres er- 
sichtlich ist 

Berlin, im Juli 1874. 
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